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摘 要：为分析土体抗剪强度参数不同相关系数情况下深基坑可靠度指标的变化规律，以Copula理论为基础，

结合单失效模式的建模过程，分别对深基坑的抗滑移稳定、抗倾覆稳定以及抗隆起稳定建立了失效功能函数，并以

串联的方式，实现了基于Copula理论的深基坑系统失效可靠度分析。结果表明：抗滑移稳定和抗隆起稳定占系统

稳定的主要部分，而抗倾覆稳定相对占比较轻；抗剪强度参数相关性的变化会显著改变各失效模式下系统的可靠度

指标，证明在可靠度设计中参数相关性的影响不能忽略；不同Copula函数对可靠度计算的影响较大，对参数的分布

情况进行拟合选优是必要的，直接假定参数服从高斯分布可能会低估工程的失效概率。
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1 引 言

基于概率统计的可靠度评价方法能够充分体现

土体参数变异性及不确定性的影响[1，2]，并能较为准

确地评估结构的可靠度指标。Paice 等[3]和 Basma
等[4]在分析了土体力学物理参数之间变异性的影响

后，将参数的方差进行一定的改变，并基于实际工

程给出了基坑的目标可靠度指标；Chad等[5]对软土

地基中坑底隆起进行了可靠度分析，以量化土体强

度参数的不确定性；牟秋杰[6]针对深基坑中悬臂式

支护形式进行可靠度分析，并基于实际工程实例，

得到有益的结论；廖 瑛[7，8]采用 JC法计算了深基坑

抗倾覆稳定的可靠度，进一步验证了基于可靠性

理论的计算方法的有效性，之后还采用该方法计

算多元失效模式下的深基坑稳定可靠度；杨 娟[9]基

于极限平衡理论建立多种支护形式下的不同基坑

稳定的可靠性功能函数，并编制程序计算了深基坑

可靠度。

然而，以上方法在考虑因素变量之间的相关性

时有所欠缺，且工程上的结构安全状态往往受到多

个因素变量的耦合影响，因此如何处理各因素间的

相关性是一个重要且关键的科学问题[10，11]。精确计

算岩土结构物的可靠度一般需要考虑各个因素间

的相关性影响，故如何确定各因素之间的联合分布

函数便成了该问题的关键之一。Copula理论是由

Sklar[12]提出的一种研究变量间相关性的一种有效

工具，在岩土结构可靠度分析中发挥着重要作

用[13，14]。李典庆等[15]提出了基于三种不同相关系数的

Gaussian Copula函数构造方法，解决了岩土工程中

非正态的确定性分析问题。辛军霞等[16]采用Copu⁃
la函数来构建荷载-变形拟合曲线，得到CFG桩的

可靠度结果。

传统的安全系数法在计算深基坑稳定性时未能

考虑随机变量的影响，尤其是没有考虑极为重要的

土体力学参数之间的变异性和相关性的影响，难以

真实反映深基坑开挖与支护的安全状态。因此本文

引入Copula理论，在单失效模式的基础上，建立了

“地下连续墙+多内支撑”支护形式下地铁深基坑的
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抗隆起、抗倾覆以及抗滑移的可靠性功能函数，并以

串联的方式进行集成考虑，以最优的 Frank Copula
联合分布函数模型进行蒙特卡洛模拟，将模拟出的

样本点代入各个失效模式的功能函数中，在统计所

有的失效点后得到了该系统的失效概率，并分别计

算得到不同情况下的可靠度指标及失效概率。

2 Copula理论下系统可靠度分析方法

2.1 系统可靠度计算方法

通常结构的失效模式有多种，假设某个系统有

n种失效模式，各个模式间的关系未知，若其第 i个

子失效模式表示为Ei，第 i个子失效模式的极限功能

函数表示为Zi，考虑由多种失效模式组成的基本系

统，相应的系统失效概率计算公式为：

p f = p ( )E1 ⋃ E2 ⋃ …⋃ En

= p[ ]( )Z1 < 0 ⋃ ( )Z2 < 0 ⋃ …⋃ ( )Zn < 0 （1）
由于各个失效模式的关系不同，其体系可靠度

的计算方式也不同，大致分为以下情况[17]：

若各失效模式完全相关，则所有失效模式中最

大的失效概率为该体系的失效概率，即：

p f = max ( p fi ) （2）
若各失效模式相互独立，则有：

pr = p [ ]( )Z1 ≥ 0 ⋂ ( )Z2 ≥ 0 ⋂ …⋂ ( )Zn ≥ 0
= ∏

i = 1

n

pri
（3）

p f = 1- pr = 1-∏
i = 1

n (1 - p fi ) （4）
相应地，必然也存在各个失效模式既不完全独

立也不完全相关的情况，故该情况下采用上述方法

计算就难以真实反映系统的可靠状态。在失效模式

间相关性未知的情况下计算系统的可靠概率是亟需

解决的问题，根据已有研究，界限法可以较好地解决

这个问题。虽然具有一定的模糊性，但是也能较好

地表征系统的失效概率范围。对于串联系统失效概

率的界限可表示为：

max p fi ≤ p f ≤ 1-∏
i = 1

n (1 - p fi ) （5）
式中：p为事件发生概率；n为失效模式数目。

2.2 Copula理论下系统可靠度计算方法

深基坑结构系统可靠度是涉及到多个方面多个

失效模式的复杂系统，本文主要考虑深基坑的 3种

失效模式：抗倾覆、抗滑移以及基坑底部的抗隆起失

效模式，这 3种失效模式只要有一个模式发生失效

就可以认定这个系统已经失效[18]。

通过MATLAB平台，可实现对原始数据参数的

边缘分布选择、最优Copula函数选择和基于该Copula
函数的蒙特卡洛模拟，进而完整地实现基于Copula
函数的抗剪强度参数联合分布模型构建和深基坑结

构系统失效概率计算流程[19]。整个流程可划分为以

下3个步骤：

步骤 1: 联合分布函数模拟出足量的服从给定

Copula函数的抗剪强度参数模拟值。

步骤2: 建立各个失效模式的可靠性功能函数，

将上述模拟的抗剪强度参数模拟数据分别代入到每

个失效模式功能函数中，得到各个失效模式下的失

效样本点。其中，深基坑可靠性功能函数分为抗隆

起稳定的功能函数、抗滑移稳定的功能函数和抗倾

覆稳定的功能函数3种，机理如下：

（1）抗隆起稳定功能函数

采用基于圆弧滑动模式的坑底抗隆起稳定极限

状态方程，坑底抗隆起稳定受力如图1所示。

按照抗隆起稳定安全系数法的计算要求，安全

图1 基于圆弧滑动模式的坑底抗隆起稳定受力分析

Fig.1 Stress analysis on anti-uplift stability at pit bottom based on arc sliding mode
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系数为：

Fs = MRL
MSL

（6）
对上述情况进行受力分析，取基坑底部至第一

道支撑之间以及圆弧面之间的土体为脱离体，分析

其受力情况。

MRL =Kαtanφ{ }π
4 ( )q + γh0 D′2 + γD′3 é

ë
ê

ù
û
ú

1
3 + 1

3 cos3α0 - 1
2 ( π

2 - α0 ) sinα0 + 1
2 sinα0cosα0 +

tanφ{ }π
4 ( )q + γh0 D′2 + γD′3 é

ë
ê

ù
û
ú

2
3 + 2

3 cos3α0 - 1
2 ( π

2 - α0 ) sinα0 - 1
6 sin2α0cosα0 + cD′2 ( π-α0 ) + Msk

（7）

MSL = 1
3 γD′3sinα0 + 1

6 γD′2 ( )D′ - D cos2α0 +
1
2 ( q + γh0 ) D'2

（8）

式中：Msk为围护端的容许弯矩（kN·m/m）；MRL为抗

隆起力矩（kN·m/m）；MSL为隆起力矩（kN·m/m）；α0

如图 1（a）所示，单位为弧度；γ为土体重度；D′为围

护墙在最下道支撑以下部分的深度（m）；Kα为相应

土层的主动土压力系数；c、φ为土体黏聚力和内摩

擦角；h0 为最下道支撑离地面的距离；q为地面超

载。

由以上分析结合可靠度理论，则多内支撑地下

连续墙支护的抗隆起稳定性的功能函数为：

Z ( )x = MRL -MSL =Kαtanφ{ }π
4 ( )q + γh0 D′2 + γD′3 é

ë
ê

ù
û
ú

1
3 + 1

3 cos3α0 - 1
2 ( )π

2 - α0 sinα0 + 1
2 sinα0cosα0 +

tanφ{ }π
4 ( )q + γh0 D′2 + γD′3 é

ë
ê

ù
û
ú

2
3 + 2

3 cos3α0 - 1
2 ( )π

2 - α0 sinα0 - 1
6 sin2α0cosα0 + cD′2 ( )π - α0 +

Msk - é
ë
ê

ù
û
ú

1
3 γD′3sinα0 + 1

6 γD′2 ( )D′ - D cos2α0 + 1
2 ( q + γh0 ) D′2

（9）

当Z（x）<0时即认为结构失效发生破坏，当Z（x）

>0时则认为结构处于安全状态。

（2）抗滑移稳定功能函数

采用瑞典条分法对基坑进行抗滑移稳定分析。

抗滑移稳定受力分析如图2所示。

图2 抗滑移稳定受力分析

Fig.2 Stress analysis of anti-sliding stability

图 2中 θe表示第 e个土条处弧形线的切线与水

平线之间的夹角，le表示第 e个土条弧长，We表示第 e

个土条的重力。对第 e个土条进行受力分析，滑裂

面的抗剪力构成阻滑力，当考虑土层的差异性时，c

和φ分别取滑移面所在土层的黏聚力和内摩擦角，

土条的重力为各层土体重力的加权和，所以阻滑力

的表达式为：

T f =∑é
ë
ê

ù
û
úcmΔle + ( q +∑

i = 1

m

γihi ) wecosθetanφm （10）
土条的重力及均布荷载平行于滑裂面的分力构

成下滑力，滑动力的表达式为：

T =∑( q +∑
i = 1

m

γihi ) wesinθe （11）
故抗滑移稳定性的可靠性功能函数为：

Z = R - S = T f - T （12）
（3）抗倾覆稳定功能函数

工程中尤其需要注意基坑的抗倾覆稳定性，对

于内支撑结构的支护形式来说，其转动点位于最下

道支撑处，因此可以得到基坑支护结构的抗倾覆功

能函数为：

g = MR - MS （13）
式中：MR为基坑的抗倾覆力矩；MS为基坑的倾覆力矩。

对整个基坑进行受力分析可得，处于地下连续

墙内部、基坑底部的土体产生的被动土压力形成了

抗倾覆作用力，作用点为各个土层的合力点，由此可

得抗倾覆力矩的表达式为：
MR =
∑
j = m + 1

n é

ë
ê

ù

û
ú

1
2 hj ( epj顶 + epj底 ) × ( H + 2

3 hj + ∑
s = m + 1

j - 1
hs ) （14）

同样地，处于地下连续墙外部的土体其产生的
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主动土压力形成了倾覆的效应，即倾覆力矩，其作用

点为各个土层的合力点，若考虑土层的差异性，可得

倾覆力矩的表达式为：

MS =∑
i = 1

n é
ë
ê

ù
û
ú

1
2 hi ( eaj顶 + eaj底 ) × ( 1

2∑k = 1

i - 1
hk + 2

3 hi ) +

∑
j = m + 1

n

hjeaj × ( H + 1
2 hj + ∑

s = m + 1

j - 1
hj )

（15）

采用朗肯土压力理论，根据《建筑基坑支护规

程》，坑底以上、连续墙外部的第 i层土的主动土压

力计算如下：

eaj顶 = (∑
k = 1

i - 1
γkhk + q ) tan2 ( π

4 - φi

2 ) -
2citan ( π4 - φi

2 )
（16）

eaj底 = (∑
k = 1

i

γkhk + q ) tan2 ( π
4 - φi

2 ) -
2citan ( π4 - φi

2 )
（17）

基坑底部连续墙外部第 j层土的主动土压力计

算如下：

eaj = eaj顶 = eaj底

= (∑
k = 1

m

γkhk + q ) tan2 ( π
4 - φi

2 ) -
2citan ( π

4 - φi

2 )
（18）

基坑底部连续墙内部第 j层土的被动土压力计

算如下：

epj顶 = ∑
s = m + 1

i - 1
γshstan2 ( π

4 + φj

2 ) +
2cjtan ( π

4 + φj

2 )
（19）

epj底 = ∑
s = m + 1

j

γshstan2 ( π
4 + φj

2 ) + 2cjtan ( π4 + φj

2 )（20）
总共设有四道支撑，其倾覆转动点位于基坑底第

四道支撑处，这里将土体视为单层土体，如图3所示。

图3 抗倾覆稳定受力分析

Fig 3 Stress analysis of anti-overturning stability

Ma1 = h1
2 × é

ë
ê( 2γh1 + γh2 + 2q ) tan2 ( )π

4 - φ
2 -

ù
û
ú4ctan ( )π

4 - φ
2 × 2h2

3
（21）

Ma2 = h2 × é
ë
ê( γh1 + γh2 + q ) tan2 ( )π

4 - φ
2 -

ù
û
ú2ctan ( )π

4 - φ
2 × ( h1 + h2

2 )
（22）

所以其抗倾覆力矩为：MR = Ma1 + Ma2。

相应地，基坑底第四道支撑之上地下连续墙之

外的土体主动土压力和基坑底部连续墙外部的土体

的被动土压力共同构成了倾覆力矩，其计算如下：

Ma = h1
2 × é

ë
ê( γh1 + 2q ) tan2 ( )π

4 - φ
2 -

ù

û
úú4ctan ( )π

4 - φ
2 × h1

3
（23）

Mp = D
2 × é

ë
êγh2tan2 ( )π

4 - φ
2 -

ù
û
ú4ctan ( )π

4 - φ
2 × 2h2

3
（24）

所以其倾覆力矩为：MS = Ma + Mp。

故抗倾覆稳定性的极限状态函数为：

g = MR - MS = ( )Ma1 + Ma2 - ( Ma + MP ) （25）
步骤 3: 统计这些失效的样本点从而得出系统

失效概率。

3 实例分析

积玉桥站设计为地下两层单柱岛式站台车站

（其中，地下一层为站厅层，地下二层为站台层），有

效站台长度为 140 m，站台宽度为 12 m，位置如图 4
所示。根据地质调查和钻孔揭露，场区表层分布人

工填土层（Qml），其下依次为第四系全新统冲积层

（Q4al），粉土（3-1a）、黏土（3-1）、粉质黏土（3-2）、粉

质黏土、粉土、粉砂互层（3-5）、粉细砂（4-2），下伏

基岩主要为志留系中统坟头组（S2f）泥岩（20c-1）和

泥质粉砂岩（20c-2）。
积玉桥地铁车站的深基坑工程开挖支护方式采

用“地下连续墙+内支撑”的形式，地下连续墙的厚

度为 800 mm，埋深为 42 m，未嵌岩，分五次开挖，开

挖深度依次为 2 m、7.35 m、10.45 m、14.05 m、17.25 m，

设置四道横向支撑。其中在标准段设置的是四道直

径为 609 mm、壁厚为 16 mm的钢管，在最北部端头

部分最上一道设置的是 600 mm×800 mm的矩形混

凝土支撑，其余三道则采用与标准段同规格的钢管

支撑，围护墙入土深度为24.75 m。根据各种原位测

试、试验结果，经综合分析，确定各岩土层的抗剪强
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度指标（黏聚力和内摩擦角）的数值，项目抗剪强度

参数统计如表1所示，实测数据散点图如图5所示。

事实证明，黏聚力和内摩擦角间存在明显的负相关

性，而且在工程勘测中发现黏聚力和内摩擦角在多

数工程地质情况下并非服从正态分布。因此，对深

基坑进行可靠度设计时确定随机变量间的联合分布

函数具有较为重要的意义。

按 2.2节中步骤 2分别建立地铁深基坑的基底

抗隆起、抗滑移和抗倾覆三种典型的失效模式可靠

性功能函数，并对其进行Copula理论下的可靠性分析

计算。计算时将结构功能函数的安全系数取值为1，

表1 抗剪强度参数统计

Table 1 Statistics of shear strength parameters

抗剪强度参数

黏聚力/kPa
内摩擦角/（°）

均值

15.37
22.03

标准差

8.88
10.82

最大值

38.8
35

最小值

4
5

变异

系数

0.578
0.491

图5 抗剪强度参数实测数据

Fig.5 Measured data of shear strength parameters

将三种失效模式的所有失效点进行统计即可得到系

统的失效概率，计算结果如表2所示。

表2 地铁深基坑系统稳定的pf和β

Table 2 pf and β for stability of metro deep foundation pit
system

计算结果

失效概率pf

可靠度指标β

Copula函数类型

Plackett
0.003 157
2.731 0

Gaussian
0.002 243
2.841 8

No.16
0.005 705

2.599

Frank
0.002 41
2.818 8

从计算结果可以看出，不同Copula函数计算的

系统失效概率有明显的差别。失效概率最大的是

No.16 Copula 函数，为 0.005 705，其次为 Plackett 和
Frank Copula函数，分别为 0.003 157和 0.002 41，最
小的为Gaussian Copula函数，为0.002 243。
3.1 抗剪强度相关系数对可靠度结果的影响

不同失效模式及串联系统的可靠度随参数相

关系数的变化如图 6所示，从图中可以明显发现失

效概率随着抗剪强度参数间相关性的增加而减小，

各模式系统失效概率的变化趋势与其一致。抗滑移

失效模式的失效概率不论在哪种类型的Copula函数

中都是最小的，四个函数当中采用No.16 Copula函数

计算得到的失效概率最高，这是因为No.16 Copula函
数本身具有较强的下部尾端相关性，会明显改变抗

剪强度参数模拟值的分布情况，影响失效概率。

从图 6中发现，系统的失效概率与抗滑移以及

抗隆起的失效概率较为贴近，这两种失效概率的权

重较高，抗倾覆稳定的权重较低。因而在实际工程

设计中，如果能事先预估一些概率权重较小的失效

模式，计算系统失效概率时便可忽略该失效模式，从

图4 积玉桥地铁站位置概况

Fig.4 Overview of the site of Jiyuqiao metro station
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图6 可靠度结果随抗剪强度相关系数变化曲线

Fig.6 Reliability results as a function of shear strength correlation coefficient

而达到简化计算的目的。

3.2 不同失效模式下各Copula函数模拟散点对可

靠度结果影响

图7~图9给出了不同Copula函数模拟出的黏聚

力和内摩擦角的散点图。图中斜线分别表示当安全

系数取 1和 2时的等值线，因为传统的安全系数法

中，安全系数一般取 1~2。等值线是通过各个失效

模式的极限状态方程得到，两条斜线将整个区域划

分为3个部分，左下区域一般代表失效区域，两条等

值线之间的区域代表危险区域，而右上区域表示安

图7 抗隆起失效模式

Fig.7 Anti-uplift failure mode
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图8 抗滑移失效模式

Fig.8 Anti-sliding failure mode

图9 抗倾覆失效模式

Fig.9 Anti-overturning failure mode
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全区域。从图中可以较为清晰地得出落入各个区域

的散点数目。

从图7可以看出，在该失效模式下，对于不同的

Copula函数而言，落在每个区域的点数有所不同，这

非常直观地体现了Copula函数在描述相关结构时

的差异性。例如对于Frank Copula函数，落在安全系

数2以内区域的散点有5个，但是对于No.16 Copula
函数而言，落在该相同区域的散点有 13个，因而可

知这两种Copula构造的联合概率密度函数的概率

分布模型也相差较大。这些结果定性地展现出不同

Copula函数在计算系统失效概率时的差别。其余两

个失效模式也表现出类似的规律。对比不同失效模

式，可以发现抗倾覆稳定的危险散点更少，所以在工

程设计中，对于该类有支撑的基坑，可以把重心放到

其余两种失效模式。

4 结 论

深基坑开挖支护时稳定性问题是基坑设计中的

重要问题。针对传统的安全系数法在计算深基坑稳

定性时未能考虑随机变量的影响，本文引入Copula
理论和可靠性理论来解决深基坑工程中土体参数的

不确定性和相关性问题，并将其运用于具体的工程

实例，验证其合理性。主要结论如下：

（1）抗滑移稳定和抗隆起稳定占系统稳定的主

要部分，而抗倾覆稳定相对占比较轻。

（2）在可靠度分析中，抗剪强度参数相关性的

变化会显著地改变各失效模式下系统的可靠度指

标，由此也证明了在可靠度设计中，参数相关性的影

响不能忽略。

（3）选用不同Copula函数计算对可靠度的影响

较大，失效概率从大到小依次是 No. 16 Copula、
Plackett、Frank Copula、Gaussian Copula函数。因此，

对参数的分布情况进行拟合选优是必要的，直接假

定参数服从高斯分布可能会低估了工程的失效概

率，造成工程风险。
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Analysis on the Reliability of Metro Deep Foundation Pit System under
Multiple Failure Modes

WU Xianguo1 WANG Lei1 FENG Zongbao1 QIN Yawei1,2 QIN Wenwei1

(1. School of Civil and Hydraulic Engineering, Huazhong University of Science and Technology, Wuhan 430074;
2. Wuhan Huazhong University of Science and Technology Test Technology Co., Ltd, Wuhan 430074)

Abstract: In order to analyze the variation pattern of reliability indicators of deep foundation pit under different cor⁃
relation coefficients of soil shear strength parameters, the failure functions were established for anti-sliding stability,
anti-overturning stability and anti-uplift stability of deep foundation pit, respectively, based on Copula theory and
in combination with the modeling process of single failure mode. Then, the failure reliability of deep foundation pit
system based on Copula theory was analyzed in series. The application results show that: anti-sliding stability and
anti-uplift stability account for a major part of the system stability, while anti-overturning stability only accounts for
a small part; Reliability indicators of the system under each failure mode may change significantly as function of the
correlation of shear strength parameter, which proves that the influence of parameter correlation cannot be ignored
in reliability design; Different copula functions have a great impact on reliability calculation. So, it is necessary to fit
and optimize the distribution of parameters. The failure probability of the project may be underestimated if it is di⁃
rectly assumed that the parameters follow Gaussian distribution.
Keywords: Stability of deep foundation pit; Shear strength parameters; Copula theory; System reliability; Monte Car⁃
lo simulation
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